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1. Vorwort

Die ldee aim Thema dieser Fachbereichsarbeit kam mir bei der Suche
nach einem gedgneten Inhalt eines Referats fur das Wahlpflichtfach
Mathematik. Ich hatte zwar im Schulunterricht schon gehort, dald sich
Mathematiker seit vielen Jahrhunderten mit der Zahl 1t beschéaftigen, und
noch viel ofter mit dieser Zahl gerechnet, doch was wirklich fir ein
Aufwand hinter der Berechnung von Tt steckte, war mir verborgen
geblieben. So machte ich es mir zur Aufgabe, dieses Thema in meinem
Referat etwas genauer zu beleuchten.

Auf die Mdglichkeit, dieses Referat zu einer Fachbereichsarbeit auszu-
bauen, machte mich erst meine Mathematikprofessorin Frau Mag. Ingrid
Breyer aufmerksam. Ich mdchte ihr an dieser Stelle herzlich daftr danken,
da3 sie mich auf diese Idee brachte, mir die Abfassung meiner ersten
kleinen wissenschaftlichen Arbeit ermoglichte und mir dabei stets hilfreich
und ermunternd zur Seite stand

Weiters mdchte ich Herrn Univ.-Prof. Mag. Dr. Hans-Christian Reichel
danken, dal3 er mich auf einen Groldeil des verwendeten Materials
aufmerksam machte und mir selbiges zur Verfuigung stellte, sodal’ ich aus
dem vollen schépfen konnte und Zugang zu vielen Arbeiten tber 1t erhielt,
die mir sonst verborgen geblieben waren.

Auch meinen Eltern mochte ich meinen Dank daftir ausgrechen, daf3 sie
mir einerseits die Ausdattung mit einem PC, auf dem ich diese Fachbe-
reichsarbeit erstellen konnte, zur Verfligung stellten und andererseits viel
Zeit geschenkt haben, damit ich auch in Ruhe meine Arbeit fertigstellen
konnte.

In dieser Fachbereichsarbeit wird die Geschichte der Approximationen der
Zahl 11, d.h. die im Laufe der Zeit immer genauere Bestimmung des Werts
von 1t beschrieben. Bedeutende Mathematiker und ihre Methoden werden
dabei (mdglichst in chronologischer Reihenfolge) présentiert, sofern das
mit dem mathematischen ,Handwerkszeug* eines Schiilers der 8. Klasse
moglich und nachvoll ziehbar ist. Der Bogen spannt sich dabei vom antiken
Agypten bis ins Computerzeitalter des 20. Jahrhunderts, wobei die Arbeit
durch zwei Computerprogramme und zwei Tabellen mit Termen zur
Approximation von 1 und zur Geschichte der Naherungen abgerundet
wird.



2. Das Altertum

2.1. Agypten

Die Geschichte der Approximationen von Tt ist Uber 4000 Jahre dt (vgl.
PEITGEN 1992 S.172.), und erste Ergebniss wurden in Agypten schon
um 1850v.Chr. im ,,Moskauer Papyrus* und um 1650 v.Chr. im , Papyrus
Rhind“ schriftlich festgehalten. Man fand beispielsweise die Naherung

= 3% =316. Letzterer Papyrus enthélt in Hieroglyphenschrift Aufgaben-

texte des Schreibers Ahmes zur Geometrie, wobei in der 50. Aufgabe die

Behauptung aufgestellt wird, dal3 ein Quadrat, dessen Seitenlange um é

kirzer sel als der Durchmessr eines Kreises, denselben Flacheninhalt
habe wie dieser.

In moderner Schreibweise bedeutet dagn= %D’Zr@2

Vereinfachen bringt: = élfg = Ei— 31605

MAX BAUER (192728, S.3) vermutet, dal3 die Idee fur diese Bezehung
dem Vergleich von wassergefullten zylindrischen und quaderférmigen
Behdltern entsprungen sein konnte. Das Produkt aus der Ho6he des
Wasserspiegels (bei derselben Wassrmenge in den Geféal3en) und der
jeweiligen Grundflache muld gleich sein, sodal® man aus dem Verhdltnis
der H6hen das Verhdltnis der Grundflachen der Geféal3e berechnen kann.

Eine aweite Herleitung, die dem 48
Problem des Schreibers Ahmes im Papyrus
Rhind entspricht, fuhrt folgendermal3en zur
selben Naherung (vgl. MADER 1989, S.50f.):
Der in der Skizze ekennbare Kreis hat den

Radius gE. Sein Fladcheninhalt betrégt

ungefahr 63E?, da der Kreis von funf
Quadraten mit dem Flacheninhalt 9 E* und

vier Dreiecken mit dem Flacheninhalt gEZ
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anndhernd ausgefullt wird. Die Formel fur den Flacheninhalt war den
agyptischen Mathematikern schon bekannt, sodal3 sich daraus ergibt:

gﬁt 5[IBZ+4G?i 45+18=63=64

3
"B

Es kdonnte aer auch schon vor der Abfassung des Papyrus Rhind bessere
Approximationen gegeben haben: POSAMENTIER (The Mathematics
Teacher v. 77(1); S.52,47) fuhrt das Buch ,La Science Mystérieuse des
Pharaons* von Abbé Moreux (Paris 1923 an, wo auf den Seiten 28-29
eine vermutete Naherung von 3,14159294angegeben wird. (zitiert nach
MADER 1989 S.55)

Daraus folgt:

2.2. Babylonien

Ungefahr zur selben Zeit (19001600 v.Chr.) gab es auch schon in
Babylonien erste Approximationen fir 1. Eine solche N&herung stellte der
Wert 3 dar. Dieser konnte durch Einschreiben eines 12-Ecks in den
Einheitskreis entstanden sein: *

Wie man in der Zeichnung erkennt,

gelten die beiden Bezehungen:
S
COSg:D:h und gng:;:E
2 1 2 1 2
Da im 12-Eck u:%:&’ﬁ ist,

errechnet sich der Flacheninhalt des 12-Ecks dann folgendermalien:

*

Diese Annahme stammt aus dem ,Telekolleg Il Mathematik® des
Bayerischen Rundfunks und des Stdwest 3. In der am 6. Juli 1993
ausgestrahlten Sendung wurde diese |dee présentiert.
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A, :12[-?‘;ﬂ = 68[h = GQsin%E:os% =1ZB;'—sin0( =6EN30° = 6[—1;'— =3

Damit ware mt durch den Wert 3 approximiert.
Keilschrifttexte, die 1936in Susa entdedkt wurden, fuhren fur 1t den Wert

3% =3125 an. (vgl. WIESENBAUER 1976, S.301)

2.3. Bibel (ca. 550v.Chr.) und Talmud (ca. 500
v.Chr.)

Der Wert der Zahl 1t findet sich sogar schon in der Bibel. Im AT im 1.
Buch der Konige 7, 23 heildt es:,,Und er machte das Meer, gegossen, von
einem Rand zum anderen zehn Ellen..., und eine Schnur von dreil3ig Ellen
war das Mal3 ringsherum.” 1t wird hier also mit dem Wert 3 approximiert.

Im Talmud heif3t es: ,Was im Umfange drei Handbreiten hat, ist eine Hand
breit.“ Auch hier wird far 1 der Wert 3 angenommen. Der Rabbi

Nehemiah gab 150n.Chr. den Wert fur 1T mit 3%=3,1429 an. (vgl.

WIESENBAUER 1976, S.301)

2.4. Indien

Die Priesterhandbucher ,, Sulba-sftr “ (aus dem 8. Jhdt. v.Chr.) geben die

Approximationen JE = 7 % @ ‘/4 2+\/_ U ist
4 8 8[29 829 608 3
18

+242
zuordnet. (vgl. EHRENFRIED HOFMANN 1953 S.18f.) Die Erklarung fur
letzteren liefert die folgende Vorgehensweise (vgl. BAUER 1928 S))
Der Priester Baudhayana (6. Jhdt. v.Chr.) schlagt namlich einen ganz
neuen Weg bei der Umwandlung eines Quadrates in einen flachengleichen
Kreis ein.

dann ) an, was 1 die Werte =3,088326 bzw. =3,088311
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Er verwendet (wahrscheinlich will- a
karlich) die Summe as der
Seitenldnge a und der Diagonalen des
Quadrates, die den Durchmesser d des PR IR a
flachengleichen Kreises angeben soll. \\;C
Diese a3t sich daher folgendermalien |
berechnen: D A ’ ‘B
2 aV2 _a
d—§a+T_§(2+«/§)
Nebenstehende Skizze zegt, wie man

konstruktiv zur Losung gelangt. Da A_Bzz—;1 und A_C:a—\éE ist BD=d.
E ist nun der Halbierungspunkt auf BD, soda BE =DE den Radius
darstellt.

Fir den Radius erhalt man: r= %(2+\/§)

Einsetzen in die Flachenformel des Kreises und Gleichsetzen mit dem
Quadrat ergibt:

2

a—(4+4x/§+2)1'[:a2
36

Isoliert man 1T, so erhdlt man: nziz 3,0883

+27)

Um 500 v.Chr. waren fur 1t Ndherungen wie zum Beispiel %g =30625

oder noch ofter +10=3162 in Gebrauch, sodaR letzterer Wert oft als
»Hinduwert“ bezeachnet wird. (vgl. MADER 1989 S.51 und WIESENBAUER
1976 S.302)

Daneben fand der , praktische® Wert 3 sehr oft Anwendung.

2.5. Griechenland

Antiphon (430 v.Chr.) war der Meinung, dal3 die Quadratur des Kreises
und damit die exakte Bestimmung von 1t moglich sein misse, da sich jedes
Polygon in ein Quadrat verwandeln |83t. Seine Idee ging namlich davon
aus, dem Kreis Vielecke mit immer grol3erer Seitenzahl einzuschreiben,
sodald diese schlief3lich nicht mehr vom Kreis unterscheidbar sind und
damit der Kreis vollig ,erschopft” ist. Auf Grund dieser Vorgehensweise
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nennt man diese Technik , Exhaustions-Methode" *. Damit legte Antiphon
den Grundstein fur die efolgreiche Arbeit vieler Mathematiker in spaterer
Zeit nicht zuletzt des Archimedes, der eben diese Methode ahwandte.
(vgl. BAUER 1928 S.6)

Ein Zeitgenoss Antiphons, Bryson von Heraklda, glaubte, dal3 die
Kreisflache das arithmetische Mittel aus dem Flacheninhalt des um- und
eingeschriebenen Vielecks si. Obwohl wir heute wissen, dal3 das nicht
korrekt ist, war Brysons Arbeit dennoch wichtig, da & den Begriff einer
oberen und unteren Schranke einfuihrte. (vgl. BAUER 1928 S.6)

2.5.1. Hippiasvon Elis (ca. 425v.Chr.)

Seiner Idee lag die Erweiterung der klassschen Konstruktionsmethoden,
die sich auf die Verwendung von Zirkel und Lined beschrankten, durch
eine neue Kurve augrunde, mit der die Quadratur des Kreises <hlief3lich
gelungen sein soll. Die ,Quadratrix” des Hippias wird mechanisch wie
folgt erzeugt:

Definition der ,Quadratrix“: Ein

Viertelkreis mit dem Radius AB D C
dreht sich gleichméallig im Quadrat
ABCD von D nach B um A. (Die D!’ = C'
gestrichenen Punkte geben die sich
im Laufe der Bewegung andernde
Position an. C, D, E, F und G sind
solche ,wandernde“ Punkte, wobei
gleich gestrichene zm selben D" T c™
Zeitpunkt an der jeweili gen Position A G' G"G"' B
sind). Da sich gleichzeitig eine

Strecke C'D” gleichméiig von CD

aus parallel zu CD nach AB bewegt, bilden die Schnittpunkte dieser sich
nach unten bewegenden Strecke mit dem sich in Richtung B
aufspannenden Bogen den Ort der neuen Kurve. Die Winkelge-
schwindigkeit von ODAE ist dabei proportional zur Geschwindigkeit, mit

DII F / C”

* Der Ausdruck stammt urspringlich aus dem Griechischen. Der
lateinische Ausdruck heif3t ,exhaurire”, was herausnehmen, erschopfen,
vollenden bedeutet.
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der sich C'D” nach unten bewegt, sodal C'D” die Seite AB erreicht, wenn

DDAE:grad . Mit g ist OBAE gemeint.

Nach Definition gilt: DBAD:DBAE:g:u

Die Bogenlangen verhalten sich folgendermalen:
BED : I/E-I?% = g o

AuRerdem existiert die Proportion: AB:FG =1: 20 _ g ‘a (1)
Tt
Weiters qilt: sna :E
AF -
Umformen und erweitern mit é ergibt: M = E
AB AB AB

Verwendet man (1) und ersetzt die Quadratseite AB durch a und AF durch
S, so ergibt sich:

snals_ o

a T

2

Neuerliches Umformen ergibt: sisina _ 2a
a T

Unter der Vorausstzung des Limesbegriffs kann man nun den
Grenziubergang fur a gegen O durchfihren.

28 _ |jm SENY _ o AT = AG™ 2)

m -0 (¢

—_
Der Bogen BED ist ein Viertelkreis. Seine Lénge betragt daher nach der

Formel fur den Kreisumfang 2%-[:%[ , wWobei dem Radius r die Seite

AB=a entspricht. Folglich betragt die Lange des Bogens a]?-[ was

2
entsprechend (2) gleichbedeutend ist mit & . TUist somit durch i
AG ] AGIH

definiert, wodurch sich auch die Kreisflache bestimmen [&f3t.

Konkret wird duch die Strecke AG™ der Radius eines Kreises festgelegt,
desen Umfang genau gleich ist jenem des Quadrats, in dem die
,Quadratrix“ konstruiert wurde: Der Umfang des Quadrats betragt
AAB=4a. Der Umfang des Kreises mit dem Radius AG™ betrégt

ZD\G"'DTIZﬁDT:4a. Er ist also genau gleich grol3 wie jener des
Tt

Quadrats. (vgl. MAINZER 1980, S.34)
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2.5.2. Hippokrates von Chios (5. Jhdt. v.Chr.)

Er lieferte die aste prazse Definition, daf3 der Flacheninhalt von Kreisen
immer im selben Verhédltnis zum Quadrat des Durchmessers deht.
Aulerdem weckte a die Hoffnung, dal3 die Quadratur des Kreises mit
Zirkel und Lined in einer endlichen Anzahl von Schritten |0sbar sei, da es
ihm gelang, verschiedene ,M6ndchen* zu quadrieren.

Er betrachtete zundchst ein gleichschenkeliges, rechtwinkeliges Dreiedk in
einem Halbkreis. Die drel Viertelkreisbdgen a, b und ¢, die das Méndchen
bilden, schlief3en mit den Katheten beziehungsweise der Hypotenuse die
drei Kreissegmente A, B und C ein. Hippokrates bewies nun, daf}
A+B=C qilt.

Der Fladheninhalt des Viertelkreis-
segments C a3t sich berechnen, indem

a AN
man vom Flacheninhalt des Viertel- P B\
kreises jenen des gleichschenkeligen c
Dreiedks darunter abzieht. f C \
r’rt r* rPmo2r* r? Z T S
:_—_:_—_:_(]'[—2)

4 2 4 4 4
Gemald dem pythagoreischen Lehrsatz
gilt zwischen r und t die Bezehung
2r> =t?>. Der Flacheninhalt des Vier- \
telkreissegments C a3t sich folglich

durch die Lange der Sehre t berechnen:

c:%(n—z) (1)

Aus Symmetriegrinden ist A nattrlich gleich grof3 wie B, weshalb sich die
Summe von A und B gemald obiger Formel ausdriicken 1&f3t, wobei t
nattrlich durch die neue Sehne r ersetzt wird:
2 r.2
A+B=2A :2[-%(11—2):2(11—2)

2
Da r? :E gilt, erhdlt man weiters:

t2
A+B—§(T[—2)

Da dieser Ausdruck aquivalent zu (1) ist, ist bewiesen, dal3 die Summe der
Flacheninhalte von A und B gleich jenem von C ist. Daraus folgt, dal3 der
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Flacheninhalt des Mondchens gleich jenem des gleichschenkeligen,
2
rechtwinkeligen Dreiecksist: A =T

Méndchen — A~
2

Ganz émnlich lasen sich auch Mdndchen ,,quadrieren”, denen ein Trapez
zugrunde liegt. (vgl. MAINZER 1980, S.33)

Euklid (ca 350 v.Chr.) gelang der Beweis, dal3 3<1<4 gilt. Doch erst
Archimedes konnte rund 100 Jahre spater diese Ungleichungverfeinern.

2.5.3. Archimedes (287- 212v. Chr.):

(vgl. BAUER 1928 S.6ff.)

Ausgangspunkt der Beredhnungen
des Archimedes war der Einheits-
kreis, dem er regelméallige 6-Ecke
ein- und umbeschrieb. In neben-
stehender Skizze ekennt man einen ¢
vergrofderten  Ausschnitt  dieser
Konstruktion.

O sei der Mittelpunkt, A der
BerUhrungspunkt einer Tangente,
die a@ne Seite des umbeschriebenen
6-Ecks bildet. Da an regelméafiiges
6-Eck aus 6 gleichseitigen Drei-
edken besteht und AO als H6he auf AC eines davon halbiert folgt, dai3

ITm @]

360
JAOC= % =30°.
Daraus folgt E:Ezg:% =./31>265153"
und weiters CO:AC(=2:1) = 306153
Addition der beiden Proportionen ergibt:
(CO+A0):(2AC) > 571 (2053 (1)

Nun verdoppelt man die Seitenzahl zum 12-Eck, indem man [JAOC
halbiert (stellvertretend fur alle 6 Winkel in O). Daraus ergibt sich der

* Es ist nicht bekannt, wie Archimedes zu diesem Ergebnis kommt, er

mufdte aer schon gewuldt haben, dal %bl 73202@1 @bl, 7320@

gilt.
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neue Punkt D. AD ist daher eine halbe Seite des neuen 12-Ecks. Folglich

gilt AD=AD .

Weiters qilt: CO:AO =CD:AD

Daraus folgt: (a)h&ﬁ):m = (@ +Aﬁ):ﬁ

Und schlieBlich: (CO+A0):AC = AC:AD

Nach Vertauschen der Innenglieder ehalt man: (&3+E):E =AO:AD
Einsetzen in (1) ergibt: AO:AD >571153 (2)
Quadrieren: AO":AD’ >571:153

Und , erweitern: (EZ +A32):A32 > (57f +1532):1532 (3)

AO" +AD” ist gemaR dem pythagoreischen Lehrsatz gleich OD’, was man
in (3) einsetzen kann:

OD:AD" > 34945053
Wourzeziehen ergibt: OD:AD >591%:153

Addition mit (2) ergibt: (A +DO):2AD > @91% +57]§2 153 (4)

Verdoppeln der Seitenzahl zum 24-Eck bedeutet neuerlich ein Halbieren
von JAOD durch die Gerade OE.
Genauso, wie oben stellt man der Reihe nach folgende Proportionen auf:

DO:AO = DE:AE
(E +W)):A_O:A_D:A_E
(E+%):ﬁ =AO:AE
Das lait sich nun in (4) einsetzen: AO:AE > %91:—;+57]§153

Und ergibt: AO:AE > 1162{—13:153 (5)
Wie vorhin ,erweitert® man nun:
(A_o2 +A_E2):A_E2 > g1350534:—;3 ¥ 2340%1532
Nun wendet man den Satz von Pythagoras an und radiziert:
OEAE > 1172% 153 (6)

Mit Halbieren von JAOE beginnt die Prozedur von vorne:
EO:AO = EF:AF
(AG + EO):AC = AE:AF
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(E+E)):HE:E:H:

Wegen (5) und (6) erhalt man: E:H:>2334%:153 (7)
Dann: AO"AF >544872:=?,11—6 153

OF :AF >547213;zli6 153
OFAF> 2339% 153 (8)
Nun halbiert man OAOF und erhalt:
FO:AO = FG:AG

(E +ﬁ)):A_O =AF:AG

(AG + FO):AF=A0:AG
Wegen (7) und (8) erhalt man nun: AO:AG >4673%:153 (9)
In der Skizze ekennt man, da® AG = AH , weshalb CJGOH ein Achtel von
OAOC sein mul3. Daraus folgt, dal3 wir das umbeschriebene 96-Eck des
Archimedes, dessen eine Seite also GH ist, nachvollzogen haben.

Wenn man (9) erweitert, erhalt man:
(2(20):(9612AG) > 9347:(1539612) .

2[AG ist aber gerade HG, d.h. eine Seite des 96-Ecks, folglich ist
96[2[AG genau der Umfang U,, des 96-Ecks und dariiber hinaus 2[AO

gerade der Durchmesser des Einheitskreises, sodald man schreiben kann:
2r2rm>2r:Ug,  >934729376

Vertauschen der Glieder dreht auch des Ungleichheitszeichen um:

2rm2r = l< Uy 12<293769347= 3&35
umbeschrieben 9347
U
Da 3&35< 3&35: 3E ist sicherlich Tr< —oumesree o 31
9347 9345 7

Esist also bewiesen, dal} 1t< 3% sein muf3.

Die untere Grenze ehdt man durch Einschreiben von regelmaidigen
Polygonen. Die Skizzeverdeutlicht abermals:
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Dem Einheitskreis mit Mittel-
punkt O wird ein Sechsedk einge-
schrieben, dessen 4 Eckpunkte A,
B und C auf dem Halbkreis
aufgetragen sind. Da das
Sechseck wieder aus <dis
gleichseitigen Dreiedken besteht,
git BC=BO=AO=r=1. Im
Thaleskreis mu3 [OACB ein
rechter Winkel sein, sodal
AC’ =(A0+BO) -BC" = (28C) -BC" = 3(BC’
und damit AC=+/3.
Folglich gilt: AC:BC =+/31<1351780" (10)
AD halbiert COBAC und hat mit
BC den Schnittpunkt S, sodal’ die
beiden Dreiecke ABD und BDS
entstehen. [BADist natirlich
gleich [OCAD, da AD nach
Vorausstzung [BAC halbiert,
(OCAD ist aber der (gleich
grofRe) Normalwinkel zu [ODBS,
woraus folgt, da3 [OBAD gleich
[(ODBS ist. Weiters haben beide
Dreiecke d@nen rechten Winkel,
sodal3 sie &nlich sein missen.
Daraus lasen sich folgende
Proportionen ableiten:

AD:BD = BD:DS
=AC.CS (11)
Geméll dem Strahlensatz qilt:
AC.AB=CSBS
Vertauschen der Innenglieder
bringt: AC:CS=AB:BS

" Der Ursprung dieser Naherung ist unbekannf, doch Archimedes wuf3te
offensichtlich schon, dafi3 %501131,7320512..g \/§b1,73205 8..( gilt.
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Folglich gilt: AD:BD = AB:BS (12)
Addition von (11) und (12) ergibt :(ﬁ +A_C):(C_S+B_S)

= (ATB+AT:):§: (13)
Nach Voraussetzung gilt: AB:BC =2:1=1560780
Addiert man (10) hinzu, so folgt: (A_B+AT:):§:< 2911780
GemaR (13) gilt daher: AD:BD < 2911780 (14)
Quadrieren und , Erweitern“ bewirken:
(ﬁz +ﬁz):ﬁz < (291f + 7802):7802

Anwendung des Satzes von Pythagoras:
AB”:BD’ < (8473921 60840(:780°

Und Wurzeziehen: AB:BD </9082321780
Oder vereinfacht angeschrieben: AB:BD < 3013?1 (15)

OBAD wird nun von AE halbiert, sodal3 sich die Seitenzahl des
eingeschriebenen regelmalligen Polygons zum 12-Eck verdoppelt. Obigem
Schema folgend erhalt man:

A_E:ﬁiz(ﬁ+ﬁ):8_

Addition von (14) und (15) ergibt: (ﬁ+ﬁ):ﬁ<5924§:780
Daraus folgt: AE:BE <5924§:780
4

Erweitern der rechten Seite mit 13 und Zusammenfassen ergibt:

AE: BE <1823240 (16)
Quadrieren und anschlieRende Anwendung des pythagoreischen
Lehrsatzes ergeben:
AB’:BE < (182§ + 2402):2402

AB: BE < +/3380929240< 18381% 240 (17)

Neuerlich wird halbiert und durch Verwendung von (16) und (17) gelangt

man zu:

AEBE= (A_B+A_E):B_E<3611131:240

Aus dem Erweitern mit 411—; folgt: AR:BF<100766 (18)

Quadrieren: AF:BF <1007:662
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Und , Erweitern®: (ATZZ + ﬁz):ﬁzz < (10072 + 662):662

Satz von Pythagoras: AB’:BF <101840%6
Und Radizieren: AB:BF< 1009%:66 (19)

Zuletzt geht man zum 96-Eck Uber, indem man nochmads halbiert:
Addition von (18) und (19) und tbliches Umformen ergeben:

AG:BG = (ATB+H:):§:< 2016%:66
Quadrieren und die Anwendurg des Satzes v on Pythagoras fuhren zu:
AB"BG’ <b016 +662066°
O 6 O
Vereinfachen und Umdrehen der Glieder erzeugt: BG:AB > 66:2017%

Da BG eine Seite des 96-Ecks ist, kann man folgende Proportion

aufstell en:

:AB > (96[66):2017% = 63362017%(: 3140909..) > 3% (=3140845.)

96ang$ohnd:m

Damit ist bewiesen, dall das Verhdltnis 711=U:Ducmese des
10

eingeschriebenen 96-Ecks kleiner ist als 37—1 :
Fihrt man dieses Ergebnis nun mit dem Resultat aus dem
umgeschriebenen 96-Eck zusammen, so erhdlt man die berihmte

Ungleichung des Archimedes:
10 10

3—<m<3—
71 70
Appollonius von Perga (262-190 v.Chr.) soll den Wert 1=31416
gefunden haben, welcher spéter auch immer wieder in Indien auftaucht
und mit jenem des Ptolemaus Ubereinstimmt. Seine Berechnungsmethode
ist jedoch unbekannt. (vgl. BOYER1968 S.158)
Heron von Alexandria (um 100n.Chr.) gelang es angeblich, die Methode

des Archimedes zu verfeinern, sodald er zur folgenden Approximation

35312 T _32647 £ ist aber nicht vollstandig geklart, ob

67441 6 62351

dieser Ausdruck wirklich von ihm stammt. (vgl. EHRENFRIED HOFMANN
1953 S.39)

gelangte:
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Der griechische Astronom Claudius Ptoleméaus (2. Jhdt. n.Chr.) nitzte
die Vorarbeit des Archimedes und setzte desen Methode bis zum 720

Eck fort. Damit erreichte er fir 1 die Naherung 1= :1377; =31416.
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3. Mittelalter

3.1. China

Hier begniigte man sich lange Zeit mit dem Wert 3 als Approximation fir
1, die im ,Heiligen Buch der Rechenkunst® , Chou-pei-suan-ching*
festgehalten wurde. (vgl. BAUER 1928 S.4)

Liu Hui fand im Jahre 264 n.Chr. mit Hilfe dnes 192-Ecks und der
bewahrten Methode des Archimedes, da3 die Ungleichung
3141024<11< 3142704 qgilt. Als er ein 3072Eck benitzte, approximierte
er Tt mit dem Wert 3,14159 (vgl. WIESENBAUER 1976 S.302)

Der Astronom Tsu Chu’ung-Chi (430-501) und sein Sohn Tsu Keng-

Chi fanden den Ausdruck 31415926< 11<31415927 und die Naherung

i—15§=3,14159292 die immerhin 6 richtige Nachkommastellen aufweist

und der , beste" Bruch ist, dessn Faktoren kleiner als

2%31909} 31415926530 sind. Uber den Ursprung des recht einfachen

Bruches gibt es nur Vermutungen, die besagen, dal} Tsu einfach die
bekannten Briche von Ptolemaus und Archimedes verwendet hat und die

Differenz der Zahler und Nenner bildete: 1= 377_22: 355 (vgl. WELLS
120-7 113

1991 S49)

3.2. Indien

Auch der indische Mathematiker Brahmagupta (geboren 598 n.Chr.) fand
den Wert 1=+/10, indem er die Summe der Seitenldngen von 12-, 24-,
48- und 96-seitigen Polygonen, die & einem Kreis mit dem Durchmesser
10 E einschrieb, berechnete. Diese egeben +/965+/981,4/986 und /987

Weiters nahm er an, dal3 dies <hliel3lich zu 1000, dem Kreisumfang,

v1000
10

fuhren wirde. Fur 1 ergdbe sich dann der Wert =./10=31623

(vgl. CASTELLANOS 1988 S.68)
Um 510 n.Chr. gab Aryabhatiya folgende Regel zur Bestimmung von 1t
an: ,Addiere 4 zu 10Q multipliziere mit 8, und addiere 62 000. Das
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Resultat ist der ungefahre Wert des Umfanges eines Kreises mit dem

Durchmesser 20000 (vgl. KalserR 1984 S.146) 1 wird also mit
%zamm approximiert, einem Wert, der auch im Paulisha Siddhanta
aufscheint und mit jenem des Ptolemaus (siehe Seite 17) Ubereinstimmt.
Bel Aryabhatiya findet man auch eine Aufgabe, die anem Kreis mit dem
Radius 3438E einen Umfang von 21600E zuordnet, was fir 1t den Wert
=3,14136 bedeutet. Im ,Bahmasphuta Siddhanta® wird der Radius bei
identischem Umfang mit 3270E angegeben, was fur 11=3,3027% ergibt.

(vgl. BOYER 1968 S.241) Schliel®lich verwendet auch Bhaskara um 1150

diesen Wert als einen exakten fur 1, wahrend er den Bruch % den

Archimedes als erster berechnete, als grobe Néherung angi bt.

3.3. Arabien

Ibn Alhaitam (9581038 behandelte selbstandig die Quadratur des
Kreises. (vgl. BAUER1928 S.13f.)

Dem Perser Jemshid Al-Kashi gelang es um 1430 n.Chr. sechzehn
Dezmalstellen von 1t korrekt zu berechnen. (vgl. WIESENBAUER 1976
S.302)

Den Arabern verdanken wir aber in erster Linie die Uberlieferung der
Ergebnisse von griechischen und indischen Mathematikern.

3.4. Mitteleuropa

Leonardo von Pisa (11701240?), genannt Fibonacci, gelang es lediglich
drei korrekte Dezmalstellen von 1t zu ermitteln.

3.4.1. Nikolaus von Kues (1401-1464)

(vgl. PECH 1989 S.10f.) Dieser Kardinal und zu seiner Zeit bedeutende
Gelehrte wird in der Literatur oft mit seinem latinisierten Namen Cusanus
erwdhnt. Anfangs betradhtete a 3,1423als den exakten Wert von 11, doch
die folgende Methode erlaubteihm, 1t beliebig genau zu @proximieren.
Einem Kreis wird ein regelméldiges n-Eck eingeschrieben, sodal3 dessen
Umfang 1ist.
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Aus  nebenstehender  Skizze
ersient man: p, bezachnet den

Inkreisradius, r. den Umkreis-

n

radius, a, die Seitenlange des

regelmaligen n-Ecks (wobei nach
Voraussetzung gilt: n&, =1), M

den Mittelpunkt des Umkreises
und ¢, den Zentriwinkel A{MA>

des n-Ecks, der sich durch ﬂ

n

berechnen lafit.

Gemal3d dem Peripheriewinkelsatz

git: ¢,,= 4 (1)

¢,, ist also der Zentriwinkel des 2n-Ecks, womit der Schritt vom n-Eck

zum 2n-Eck vollzogen ware. Im 2n-Eck gilt aber noch immer, daf}
a,, =a, , weshalb der Umfang nun 2 ware. Um den Umfang wieder auf 1

zu reduzieren, mufd man AA,A,C im Verhéltnis 2:1 verkleinern.

Folglich ergibt sich: P, :szn (2)

In AAA,M qilt auf Grund des pythagoreischen Lehrsatzes:

%g +p, =1 3)

In AA A,C gilt aus demselben Grund: %g +(p,+1.)" = (2r,) (4)

%g kann man sich nun durch (3) ausdriicken, in (4) einsetzen:

2 2
=Py + (P 1) = (2r0)
Und ausmultiplizieren:r?> —-p *+p *+2p r +r* =4r,*

2

r+
r (r, p_n) =r,,’° ist entsprechend (2) gleichbedeutend mit rp, =T,

n 2 n

Schlie8lich erhalt man: r, =,rp,, . Die 2aweite Folge (2) lautet:
_h*Ph,

Pan >

Somit haben wir zwei gekoppelte rekursive Folgen erhalten, in die man
beispielsweise die Werte fur ein Quadrat einsetzen kann. Auf diese Weise

erhalten wir die beiden Folgen:
<r2n> =(0,17680,16330,16200,15940,1592...)



21
<p2n> =(0,1250,15090,15710,15860,1590...)

Beide Folgen konvergieren gegen 0,159115.., was einen N&herungswert

far 2i darstellt, da der Inkreis- und Umkreisradius des n-Ecks jenem des
T

Kreises immer ndher kommen. Da nach Voraussetzung 2rrt=1 ist, ergibt

sich fur den Radius r zzi, ein Wert der von den obenstehenden Folgen
1

beliebig genau angenalert wird.
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4. Neuzeat

Adriaen Metius entdeckte zuféllig die Naherung %52 als er das

arithmetische Mittel von Zahler und Nenner der beiden Naherungen :1377;

und %; die auf Berechnungen seines Vaters beruhten, bildete. Diesen

Wert hatte &er schon mehr als 1000 Jahre vor ihm Tsu Ch’ung-Chi
gefunden.

Der deutsche Astronom Georg Joachim von Lauchen, genannt Rhéticus
(15141576, daer in Ratien, dem heutigen schweizer Kanton Graublnden
geboren war, erstellte funfzehnstellige Tafeln von trigonometrischen
Funktionen, durch die estaunlich genaue Werte fur 1 berechnet werden
kdnnen.

Wie bei Eulers Berechnungsmethode noch gezegt wird gilt, dal3

lim _Lzl, d.h. sna=a fur sehr kleine a. Da d@n Halbkreis einen

a-0 gna

Winkel von 180 =10800' =648000" Uuberstreicht, kann man den von
Rhéticus fur snl0" angegebenen Wert 0,000048481368092nit 64 800
multiplizieren und erhéalt sodann 3,1415926523 was auf 8 Dezmalstellen
mit dem tatsachlichen Wert tbereinstimmt. (vgl. CASTELLANOS 1988 S.68)
Tycho de Brahe (1546:1601), ein danischer Astronom, nahm fir 1t den

Wert 88 = 314085 an.

N 785

Im Jahre 1592 stellte Francois Viéte, lateinisch Vieta genannt, der
,Vvater der modernen Algebra, erstmals eine geschlossne Formel vor,
die sich leicht aus einem unendlichen Produkt, das Leonard Euler (siehe
dort) rund 150 Jahre spéter fand, ableiten [af3t.

4.1. Gottfried Wilhelm Leibniz (16461716

1673 fand G.W. Leibniz die danfache, aber nur sehr langsam

konvergierende Formel E:1—£+}—E+E—+..., die sich mit Hilfe der
4 3579

Potenzreihe des Arcustangens ableiten [af3t.
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Um die Potenzreihe von y=arctanx zu bilden differenziert man zuerst

tany = x implizit:
, Hteny _ dx

dy dx
sny
y' o cosy _,
dy
cosy [y’ [eosy — (-siny) ' &iny 1
cos’y
y'[6os’y +y' [$in®y _
=1
cos’ y
y' +y'Oan®y=1
y’ :;
1+tan®y
. 1
y = 2
1+ (tanarctan x])
1 1
y

T 1)
y' laldt sich nun geméald der Formel fur unendliche geometrische Reihen

S, :ﬁ in eine Potenzreihe verwandeln. q ist dann —x*, sodaf sich

folgende Potenzreihe ergibt:
y = () (o) (o) (o) o (o o

y’:1—x2+x“—x6+x8—xl°+—...

y =y ()
n=0

Integriert man diesen Ausdruck gliedweise, so ergibt sich:

— - _1\"y2n _ - _1\n X2n+l
arctanx-Ir;( 1)"x dx-r;( 1) i1
3 X5 X7 X9 Xll
actanx = x-—+-—-"+2 -2 4
3 5 7 9 11

Setzt man nun x =1, so erhat man wegen arctanlzg Leibniz’ Ausdruck:

T 111 1 1
=l- T4 S-S -+ -

4 35 7 9 11
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Um die schlechte Konvergenzgeschwindigkeit zu erhthen, kann man

kleinere Werte fir x einsetzen, sodald man beispielsweise aus tan16[:i

73

die schon um einiges schreller konvergierende Reihe
n_1e (U
6 /3 ZO (2n+1)3"
erhalt.

4.2. John Wallis (16161703

Er fand den Ausdruck E—ZﬁE}—[—l—ﬁBs—Eg—Bg..., der sich wie folgt

ableiten 1a63t. (vgl. MOWALD 1993 S.117.)
Zuerst betrachtet man das Integral J’sin” xdx, wobei nOZist. sin"x kann

man nun durch sin"™xEinx ersetzen und partiell i ntegrieren:
Isn”xdxzjsn”‘leﬁnx dx =

=dn"" x [{- cosx) —I(n —1)sin"? x [tosx [{- cosx) dx =
= — 0OSX Eﬁn”‘lx+(n—1)19n”‘2 x[@l—sin2 x) dx =
= — 0OSX Eﬁn”‘lx+(n—1)19n”‘2 X dx—(n—l)'[sinn x dx =
Da af der rechten Seite noch einmal der Term J’sin” x dx auftritt, kann

man ihn auf die linke Seite bringen und anschlief3end den ganzen Ausdruck
vereinfachen:
Isin”xdx+ n—ljsn”xdxz—cosxﬁﬁn (n 1Ism”2xdx

sn"xdx+nsn"xdx—fsin"xdx=-cosx&$n""x+(n- 1 sn"? x dx
J g "] (n-1f

—cosx[8in" " x +(n- 1J’smn 2x dx

Isin”xdx—

n
[ain"xc= —cosx?m +(n 1)

I “Zx dx

Diese Rekursionsformel bildet Wallis' Grundlage der ApprOX|mat|on von
TL.

Weiters bezeht er sich auf folgende Bezehung, die fir Osxsg und

k=1 glltig ist: sn*?x<sn* x<sn**x (1)
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Sie lalt sich damit begrinden, dal3 alle Funktionswerte der Sinus-
Funktion im Intervall [0;1] liegen und daher zu einer positiven Potenz
erhoben kleiner werden. Je grofder diese Potenz ist, umso kleiner wird
daher auch der potenzierte Funktionswert, woraus dch obenstehende
Ungleichung ergibt.

Setzt man nun die Grenzen der Integration mit O und g fest, so kann man

folgendermal3en umformen:

2 —cos@in™t — cosO&N™ 10 n— 12
Isin”xdx: 2n 2_ Ism” Zx
0

T
. n-12 . __
sn”xdx:—Isn” 2
n 0

Ol N[

Zuerst setzt man gemal3 (1) n=2k, sodaB man vereinfachen kann:

T

2 o d _12 d
Sn™ X X_ Sn Zx dx =
i =

_2k-1 1
sin®
2k 2k 2.r

= Zk_lﬂzk_sﬁzk_SDB;—}sinHxdx:
0

“xdx=

2k 2k-2 2k-4

_ 2k—152k—3E2k—5
2k 2k-2 2k-4

3
D.G;—'!ldx:

2k—152k—352k—5DE1_D(|2:
2k 2k-2 2k-4 2 o
Schlief3lich erhat man folgendes unendliches Produkt:

T

}9n2kxdx—2k 152k 352k 5 GlET—[
0

2k 2k- 22k4

Setzt man gemald (1) nun n=2k +1, so kann man wieder vereinfachen:
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n

2
2K '[sinz‘“l x dx =

2k+1

n
2
Isinz‘“l x dx =
0

2k ﬁk 22

= Ism 3xdx=
T 2k+1 2k-1

A D2k—2§k—4
2k+1 2k-1 2k-3

- 2K sz_zﬁzk_él[lﬁm—cosx
2k+1 2k-1 2k-3

2k EZk 2 k 4[]&[@0 [1])
2k+1 2k-1 2k 3

_ 2%k 2k-2 2k-4 L—%
T ok+l 2k-1 2k-3"
Schlief3lich setzt man (2) und (3) in (1) ein und erhalt
2302k _ 1302k - 1)[-E 20301k -2)
3[5[1[(2k+1) 202k 27 3mI(Rk-1)

15(2k+1)gd'_[SM

0 20402k O 2 2k

Beim Grenzlibergang von k nach o« wird der rechte Term 1, da
. 2k+1
lim =1
koo 2K

D.%'!sinx dx = (3

o—r\:\:

(4)

ist.
Fir (4) ergibt sich somit:

lim 1< (2k +1)E2 F<1

koo 0 2402k 0O 2
Das bedeutet weiters, dal3 der Ausdruck in der Mitte gegen 1 strebt:

I|m 2k+1 Hﬂ}%ﬁ

204012k

Isoliert man T, so erhélt man die Produktdarstellung von Wallis:

n=lim2n. 2 ARk _2[%&%99@5@@@ @
e 12 3L (2k - 1)° 2k +1)°

Ein erbitterter Gegner von Wallis' war der englische Philosoph Thomas

Hobbes (15881679, der sich 25 Jahre lang mit Wallis vornehmlich in

Form von Briefen bekriegte, in denen sie ihre neuesten Theorien und

Berechnungen festhielten und versuchten, digjenigen des , Gegners‘ zu

widerlegen.
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Um 1700 herum war Jacob Marcédis der Meinung, dal3 es ihm gelungen

sei, den Kreis zu quadrieren, und damit den exakten Wert fir 11 ZU
1008449087377541679894282184894

bestimmen. Diesen gab er mit 3
6997183637540819440035239271702

an. (vgl. Wells 1990 S.52)

4.3. John Machin (1680-1751)

1706 glang John Machin ein Geniestreich: Auf Grund der folgenden sehr
effektiven Berechnungsmethode konnte & 100 korrekte Dezmalstellen
erzielen. (vgl. PEITGEN 1992 S.177)

Eine weitere Mdglichkeit, die Konvergenz der Arcustangens-Reihen zu
verbessrn, bestent nadmlich darin, unter Verwendung des

+
Additionstheorems tan(x + y) = % folgendermal3en vorzugehen:
+

Setzt man willkdrlich tany::E, so berechnet man leicht nach obiger

5
Bezehung
2
tan2y = 2tanZ/ -5 -3
I-tan®y 4_1 12
25
und weiters
5
2tan2 6 120
tandy = = 2y = 625= (1)
1-tan“ 2y 1- 22 119
144

AulRerdem erhalt man unter Beriicksichtigung von tang =1

1
m_tandy-1_ 119 _ 1
tan%l —_Qz = =
"% 1+tandy 239 239
119

aus selbiger Beziehung.
Unter Anwendung des Arcustangens erhélt man daraus:

4y—E :arctani
4 239
Schlief3lich gelangt man mit Hilfe von (1) zu:
L1

—= 4arctan} - arctani
4 5 239
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Dieser Ausdruck stellt bereits eine sehr effiziente Berechnungsmethode
dar, wenn man dabei die Potenzreihe des Arcustangens (siehe Seite 23)
benttzt.
Erst 1958 entdeckte G.F. FREEMAN (Math. Gazette 42, S.285) folgende
noch schneller konvergierende Formel (zitiert nach KOECHER 1987,

S.162)

T 8arctani —4arctani - arctani
10 515 239
Genauso gut eignet sich auch die Potenzreihe (Taylor-Reihe) des

Arcussnus zur Approximation von 1t (vgl. BRONSTEJN u.a. 1991, S.372)

y =arcsinx
sny =X
smy dx
dy " dx
y'eosy =1
, 1 1
cosy J1-sin?y
y' = 1 _ 1 =(1—X2)_;

\/l—sinz(arcsinx) J1-x2

Letzterer Ausdruck a3t sich nun gemafs dem binomischen Lehrsatz

(' = 3 B = T o

in die folgende unendliche Potenzrel he verwandeln:

1
1 :(1—x2) 5 2 1[IBX4+ 1305 N
1-x2 2[4 2[4
Durch gliedweises Integrieren gelangt man ZU'
mezsﬂ

I\/li-TdX:I(l_XZ)_ZdX:IZ( E §<2st 2 2E52E28+1

Man erhalt schlie3lich:
3
B, 1[3[5[3‘_
24 5 2046
Nun kann man wieder beliebige Werte fur x einsetzen und erhat so

1
arcsinx = x+2

entsprechende Reihen zur Approximation von 1. FUr arcsin%:g ergibt
sich:

1 1[33D 15+1[:B[5D 17

2° 2[4 52° 2@ 72

:E ED
2 23

old
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4.4. Leonard Euler (17071783

Euler war der erste, der fur das Verhaltnis des Umfangs zum Durchmesser
eines Kreises den griechischen Buchstaben fur p, namlich 1, verwendete.
Der Grund fur diese Bezachnung dirfte sein, daf3 der Umkreis griechisch
»periphereia® heildt und der Umfang des Einheitskreises genau 1t ist.
(KAISER gibt fur die ,Erfinder* des Symbols 1 zwel englische
Mathematiker namens William Oughtred und Issac Barrow an, die den
Umfang des Kreises mit 1 bezachneten. Erst der Schriftsteller William
Jones soll 170671t als Symbol in unserem heutigen Sinn verwendet haben.)
Euler fand de Bezehung €"+1=0, die dne Voraussetzung fir
Lindemanns Beweis der Transzendenz von 1t ist. Auch die folgende
stammt von ihm: 1_:2L6+2_]2-6+%+'“: 2" U6927;927B126
ches Produkt, in dem nur Primzahlen auftreten: (vgl. WELLS 1990, S. 54)

222 D32 |:}252 |:}272 |:}1212

22-13F-15-17-111r-1

sing - P O

Daruber hinaus fand er auch die Bezehung T:COSE E:osz EZOSED.,

und ein unendli-

mit der sich 1t approximieren lal3t, und durch die man bei der im folgenden
ausgefuhrten Vereinfachung zu Vietas Produktdarstellung von 1t gelangt.

.0
b _ b2
o —0052 ) (D)
2
denn (vgl. BRONSTEIN 1991, S.182):
sina [@osP = %[sin((x ~pB)Ein(a +B)] 2)
Das heif3t:
.0
072 200 b 240 b ¢ o1
cos GT_ E:oszﬁmz—q)G;'—gn% 2@+sn%+2%_¢sn¢
2
() ()
. sin+ sn—
entsprechend (1) gilt weiter: sne = cosg 0 2= cosg E:osg o4 , was
¢ 2 ¢ 2 4 ¢
2 4

sich wieder mit (2) beweisen lal3t. Da sich diese Umformung beliebig
fortsetzen 1aRdt, erhalt man schlief’lich einen Ausdruck von der Form:
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sno_ o o ¢y
AP = cos? dos [.[Bos - O—2— 3)
) 2 4 2" ¢
2n
sinin
Der Term ¢2 konvergiert gegen 1, sodal3 man zuletzt aus (3) Eulers
2"
Ausdruck erhalt: ﬂ:cosgm:osg E:osg : (4)
¢ 2 4 8
(vgl. CASTELLANOS 1988 S. 68ff.)
Die Konvergenz des Ausdrucks
sinin .
¢2 laRt sich folgendermalen P
2 P
beweisen:
Wie in der Skizze ekennbar gilt
folgende Ungleichung:
LP<PS<P'S q
Die Bogenldnge kann man durch L S

den Winkel im Bogenmal3, und die
beiden Stredken durch die
entsprechenden  Winkelfunktionen
im Einheitskreis angeben:
LP<PS<PS

) . TT
sna <a <tana fur 0<O(<E

o . sna
Dasist aquivalent: sna <a <
cosa
L . . a 1
Division durch sina ergibt: 1<——<
sna  cosa

Nun l&t man a - 0 gehen und erhdlt lim 1<_L< 1
a-0 sna  cosa

. . . a
Da limcosa =1 kann man vereinfachen: Iim 1<——<1

a-0 a-0 Iana
lim _LZI ist somit bewiesen. Da Iimizgzo ist, bedeutet das
a-0 §na n-w 2 oo
sini

weiters, dal3 lim 2" =1 sein muf3.

e 9

2n




31

Setzt man nunin (4) ¢ =1 , SO erhalt man 2 = cosE EtosE Etosl[l. (5)
2 Tt 4 8 16
Geméal3 der Bezehung cos%: ‘/%(1+ cosq)) kann man den Ausdruck
umformen:
Da cos~=0 gilt: cos = E(1+0) = 1
2 4 2 2
O O
Weiters cos = 1|:1+\/i|]: E+1 1
8 20 V20 V2 2V2
Und auch: (:051: E+E E+l 1
16 |2 2V2 2\2

Ersetzt man die etsprechenden Terme in (5), so erhdt man den
Ausdruck, den schon Francois Viete im Jahre 1593 fand:

2\F11\F1111\F
o [ EOE+E 2 0=+ 2=+ 2 2.
n 25{/222 2 2\2 2V2

Die Konvergenz dieses Ausdrucks konnte aer erst F. Rudio im Jahre
1891 beweisen.

4.5. Weitere Berechnungen

Im 16. Jahrhundert berechnete Ludolph van Ceulen (15401610 zuerst
15, dann 20, spater 32 und schliefdlich sogar 35 Dezmalstellen mit Hilfe
der Methode des Archimedes, die @ auf ein 152*-Eck, ein 152% -Eck
bzw. ein 42%-Eck anwandte. Sein Werk wurde gleich zweifach
gewdlrdigt: Erstens liel3 seine Witwe das Ergebnis siner Berechnungen in
den Grabstein ihres Gatten einmeil3eln, und zweitens erhielt 1 die
Bezachnung ,Ludolph’sche Zahl*. (vgl. EHRENFRIED HOFMANN 1953
S.129)

Der Niederlander van Roomen errechnete um 1600 auf der Grundlage
eines 152* (= 503316480) - Ecks fiinfzehn Dezmalstellen von Tt.

Snell (ius) und Huygens verfeinerten schon bekannte Verfahren vor allem
mit Hilfe der weiterentwickelten Trigonometrie. 1621 fand Snellius durch
eine Kombination von ein- und umbeschriebenen regelméafiigen Vieledken

den Ausdruck 3snt <t<£(tant+25int), in den man fir t einen
2+ cost 3

beliebigen Winkel, der sich durch 1t ausdriicken |al3t, einsetzen kann,
soda? man durch eine eitsprechend genaue Berechnung der
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Winkelfunktionen beliebig enge Grenzen fur 1 finden kann. (vgl.
EHRENFRIED HOFMANN 1953 S.129)
Newton gelang es 1666 de esten 16 Stellen von 1T zu berechnen, indem
er die ersten 20 Summanden in
3V3 11 1 1 @

M= 4 A e
4 2 52° 282 7202

berucksichtigte.

Johann Heinrich Lambert gelang esim Jahre 1761, die Irrationalitat von
Tt zu beweisen. (vgl. BOYER1968 S.505)

Zuerst zeigte @, daB tanx nicht rational sein kann, wenn x OR\{0} ist.
Daraus folgerte &, dal3 X nicht rational sein kann, wenn tanx rational ist,

wie dies in dem Ausdruck tang:1 der Fall ist. Nach dem Beweis dieses

Ausdrucks schlof3 Lambert, dal g und damit auch 1T nicht rational sein

kdnnen.
Mit Hilfe von Kettenbrtichen konnte & auch die besten Approximationen

in Form von Brichen berechnen. Dazu zdahlen beispielsweise
109993

= 3,323 oder noch genauer
33102
1019514486099146 _ 3141595653501
324521540032945

Johann Dase (1824-1861), der als Rechengenie bekannt war, berechnete in
weniger als zwei Monaten 200 Dezmalstellen von 1. Auf Empfehlung von
C.F. Gaul3 fand er spater eine Anstellung, bei der er Tafeln fir
Logarithmen- und Hyperbelfunktionen berechnete.

Im Jahre 1853 fand William Shanks mit der selben Formel, wie Machin
sie benitzt hatte, 707 Stellen der Dezimalbruchentwicklung von 1t. Spéater
fand man aber heraus, daf3 er sich ab der 528 Stelle verrechnet hatte.
Shanks widmete sich aber auch der hochgenauen Berechnung von
Logarithmen, von denen er bis zu 137 Dezmalstellen fand, und er
bestimmte den Wert von 2%,

In jener Zeit wurde estmals auch die Ziffernfolge von 1 genauer
untersucht. Dabei fiel Auguste de Morgan auf, daf3 die Ziffer 7 nur 44
mal im Gegensatz zum erwarteten Mittelwert von etwa 71 mal in Shanks’
fur 1 errechnetem Wert auftrat, was an dessn Rechenfehler lag. (vgl.
WELLS 1990 S. 51)
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1882 zeigte Lindemann (18521939 mit seinem Beweis der
Transzendenz von 1, dal3 1t keine Losung einer algebraischen Gleichung,
das heil3t einer Gleichung mit redlen Koeffizienten und einer endlichen
Anzahl von Gliedern ist. (vgl. BOYER1968 S.603)
Den folgenden nur skizzierten Beweis verdffentlichte & in dem Artikel
,Uber die Zahl T in den , Mathematischen Annalen“ in Minchen.
Zuerst bewies Lindemann, daR die Lésung von € +1=0 nicht algebraisch
sein kann. Er wulte &er, dal3 1t dieser Gleichung geniigte (das hatte
schon Newton bewiesen), woraus er folgerte, dal3 1 keine dgebraische
Zahl sein kann.
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5. Das 20. Jahrhundert

1945 wies Ferguson den oben schon erwédhnten Fehler in Shanks
Berechnungen mit Hilfe @nes ,Tischrechners nach. Die Nachkriegszeit
wurde dso auch zum Computerzeitalter, das die immer genauere
Berechnung von 1t ermdglichte.

Vier Jahre spater rechnete ENIAC neunzig Stunden lang an den ersten
2037 Stellen von 1T, ohne dabei einen Fehler zu machen.

Am 29. Juli 1961 wurden auf einer IBM 7090 in New York 100265
Dezmalstellen von 1 berechnet. Die Rechenzet betrug nur noch 8
Stunden.

1967 berechnete der franztésische Computer CDC 6600 nicht weniger als
500000 Stellen von Tt

1988 waren es bereits 2*(=16777216) Stellen, die Yoshiaki Tamura
und Tasumasa Kanada mit einem Computer berechneten. (vgl. WELLS
1990, S.54f.)

Ilhrem Algorithmus liegen Untersuchungen von Gauf3 zum arithmetischen
und geometrischen Mittel zugrunde, was de schlielllich zu folgender
Schleife fuhrte:

I Y:=A Die Startwerte sind:
2 A::A-IrB
2 A=X=1
3 B=+BLIY oo 1
4 Cc=C-X(A-Y)’ V2
5 X:=2X c=1
4

Durchlauft man die Schritte 1 bis 5 nacheinander, so ergibt sich nach
+B)

jedem Durchlauf die immer bessere Approximation nz%.

1986 berechnete Kanada 1335 Millionen Stellen. Zur Erstellung des

neuen Programms benétigte & rund 8 Monate, der Computer arbeitete 37

Stunden lang und druckte das Ergebnis auf 20 000 Blatt Papier aus.
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5.1. Monte-Carlo-Methoden

Unter dieser Bezachnung werden alle Verfahren zusammengefaldt, die
sich der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik bedienen, um einen
Sachverhalt mit einer grofeen Anzahl von Versuchen bei einem
Zufallsexperiment (daher die Bezachnung mit dem Namen des
Casinoparadieses) nachzuweisen.

5.1.1. Das Buffon’sche Nadelproblem

(vgl. KRANZER 1989 S.196 und Méader 1989 S.54f.) Der Biologe George
Louis Lederc, Comte de Buffon, (17071788 warf im Jahre 1777 ein
Problem auf, mit dem sich 1t rein statistisch approximieren lafit.

Bel diesem Zufallsexperiment wird eine Nadel auf eine Schar paralleler
Linien geworfen, deren Normalabstand genau die Lange der Nadel
betragt. Nun stellt sich die Frage, wie grof3 die Wahrscheinlichkeit ist, daf3
die Nadel eine der Geraden beruhrt oder schneidet.

Hat man n-mal geworfen und m-mal das Querliegen registriert, so kommt

der Quotient m dem Wert von 2 umso naher, je grof3er die Anzahl n der
n T

Versucheist. Das heil3t, daf3 m gegen 2 strebt.
n T
Wie in neben-

stehender Skizze \
erkennbar, sind ey X

drei der Geraden o4/ -~ M~ \ ——————————
eingezachnet / 1 M

und mehrere / M : \

Nadeln, von \M\ / M

denen die oberste i

stellvertretend

fur alle dbrigen

beschriftet ist. M bezachnet den Mittelpunkt der Nadel, d die halbe
Nadellange, x die Entfernung der naheren Geraden von M (die weiter
entfernte Gerade kann aus Symmetriegrinden vernachldssgt werden) und
2d die Entfernung von zwei parallelen Geraden, die definitionsgemal’
doppelt so grol3 wie die halbe Nadellange d ist. a bezachnet jenen
Winkel, der von der Nadel und der Geraden eingeschlossen wird.
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Alle moglichen Lagen der Nadel lassen sich somit durch zwel
Ungleichungen darstell en:
O<a<mund 0<x<d,

wobei sna 2%, was gleichbedeutend ist mit d$ina = x. Das bedeutet,

daf? x auch kleiner sein kann, was der Fall ist, wenn die Nadel eine Gerade
schneidet und nicht nur berthrt.

Da die beiden Parameter a und x .
in letztgenannter = Bezehung
stehen, lassen sie sich in einem
Koordinatensystem darstellen,
wie e nebenstehend abgebildet
ist. Die gesuchte
Wahrscheinlichkeit 183t sich nun
durch  den Quotienten des
Flacheninhalts des Reditecks, der alle moglichen Lagen der Nadel
bezachnet, und der Flache unter der Sinus-Kurve, die die ,gunstigen®
Lagen, bei denen die Nadel eine Gerade schneidet, bezachnet, berechnen:

Der Flacheninhalt des Rechtedcksist A, =dE£—[ :

I\.)‘,:|
=

Jener unter der Sinus-Kurve errechret sich aus:

n m

2 ) )
A, ='([d [ina do =d{-1) [@oso l =d{-1){-1-0)=d

Der Quotient 'AA\S‘” |afst sich daher vereinfacht anschreiben:
R

A, _ d
Ar gt

2
Damit ist bewiesen, dafl die Wahrscheinlichkeit, da} die Nadel eine

Gerade beruihrt oder schneidet E ist.
T

Der Italiener Lazzeini warf 1901 de Nadel 3408 mal und erreichte damit
die asten sechs Nachkommastellen von 11, ndmlich 3,1415929 R. Wolf
(1850 erreichte in Zurich mit 5000 Wiurfen den Wert 3,1596 (siehe
Handbwch der Astronomie S.127, Mitteilungen der Berner Naturf.
Gesell schaft 1850 S.85 und 209 zitiert nach Castellanos 1988 S.157.),
Smith (1855 mit 3204 Wiirfen 3,1553 wnd Fox (1894 mit 1120 Wirfen
fur Tt den Wert 3,1419 (vgl. MADER 1989 S.54)

2
=
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Ein Schiler von de Morgan soll bei 600 Versuchen den Wert 3,137 fur 1
erhalten haben.

5.1.2. Wie man 11, erschiefdt”

Man kann 1t aber nicht nur ,erstechen”, sondern auch , erschief3en“. Das
folgende Verfahren beschrieb A. K. DEWDNEY 1988 (S.56ff.)

T wird approximiert, indem man einem Quadrat einen Viertelkreis
einschreibt und hernach mit Zufallspunkten ,beschief3t“. Das Verhaltnis
der Punkte, die innerhalb des Kreisbogens liegen, zur Gesamtzahl der
abgegebenen Schiss ndhert sich bei wachsender Schuf3zahl dem
Verhdltnis der Flacheninhalte von Viertelkreis und Quadrat. Folglich kann
man sich 1t aus diesem Verhaltnis berechnen.

Am einfachsten ist es, dieses Verfahren am Computer mittels einer
gedagneten Programmiersprache 24 simulieren. Das nacdhfolgende
Turbo-Pascad Programm st ausfihrlich kommentiert, doch die
Grundstruktur soll hier noch einmal skizziert werden:
Am Bildschirm wird ein Quadrat

gezachnet, dem ein Viertelkreis- .
bogen eingeschrieben wird. Nun
,beschie3t man dieses Quadrat
mit Zufallspunkten. Dazu lafdt ¢
man den Computer mit Hilfe 1
eines Zufall szahlengenerators
Werte fur die x-Koordinate und d |
y-Koordinate des Punktes im Yy .
Intervall [0:1] finden. Anschlie- .

Rend wird der Punkt am Bild- /
schirm eingezeichnet, sodal? man X 1

die Verteilung selbst auf , Zufél-

ligkeit”“ Gberpriufen kann, und der

Zahler schuesse erhoht. (Selbstverstandlich kann auch der Computer
keine editen Zufallszahlen finden. Vielmehr ermittelt er aus Datum,
Uhrzeit und einem gedgneten Algorithmus eine Pseudozufallszahl, deren
Qualitat aber durch die graphische Darstellung Uberprifbar wird. Sollten
sich ndmlich bestimmte Muster am Bildschirm erkennen lassen, so liegt ein
schlechter Zufallszahlengenerator vor. In der aktuellen Turbo-Pasca
Version 7.0 ist mir das aber nicht aufgefallen.) Die Entfernung vom

Ny
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Mittelpunkt M a3t sich nun mit Hilfe des pythagoreischen Lehrsatzes
berechnen: d=,/x*+y?. Da man als Radius 1 E angenommen hat, kann

man sich das Wurzdziehen ersparen, wodurch die Programm-
geschwindigkeit optimiert wird. Ist d nun kleiner als 1, so liegt der
betreffende Punkt innerhalb des Viertelkreises und der Zahler tref f er
wird erhoht. Alle zénn Schiss wird die neue Approximation fur 1 am
Bildschirm ausgegeben. Das Programm schief3t so lange, bis der Benitzer
eine Taste driickt oder ein Uberlauf des SchufRzahlers droht.

program PI_APPROXIMATION_NACH_DER_MONTE_CARLO_METHODE;

uses crt, graph; {Textmodus - und Grafikbefehle einbin den}
var
schuesse,treffer, mittex, mittey, anzeige :word;
X, y:real; {Koorc
ein:char; {Einga
const
rad=100; {Radius des Viertelkreises angeben}
function IntToStr(l:real;stellen, nachkomma:byte): String;
{Umwandlung von Zahlen in strings. stellen gibt die
Gesamtzahl der ausgegebenen Stellen, nachkomma die Zahl
der

Nachkommastellen an}
var S: string[11];

begin
Str(l:stellen:nachkomma, s);
IntToStr := S;
end;
procedure init; {Initialisierung des Grafikbildschirms und

der Variablen}
var karte, modus:integer;

begin
detectgraph(karte, modus); {Grafikkarte identifizieren}
initgraph(karte, modus, ‘c: \'tp \ BGIl'); {Grafikmodus
initialisieren. Pfad zu den Treibern angeben!}
setfillstyle(0, white); {Fullm
mittex:=getmaxx div 2; {x - Koordinate der Bildschirmmitte}
mittey:=getmaxy div 2; {y - Koordinate der Bildschirmmitte}
end;

procedure reset;

begin
cleardevice;
rectangle(mittex - rad - 1, mittey - rad - 1, mittex +
rad + 1, mittey + rad + 1); {Quadrat, das ,beschossen”
wird, zeichnen}
arc(mittex - rad - 1, mittey + rad + 1, 0, 90, 2*rad +
2); {Viertelkreisbogen zeichnen}
outtextxy(mittex - rad - 20, mittey + rad + 10,

'(0]0)"); {Beschriftung}
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outtextxy(mittex + rad - 15, mittey + rad + 1 0,

'(12]10)"); {der ,Zielscheibe"}

outtextxy(mittex - rad - 20, mittey - rad - 15,

'(0]1)"); {mit Koordinaten}

outtextxy(mittex - 100, mittey + 140, 'Schisse:");

outtextxy(mittex , mittey + 140, 'Treffer:');

outtextxy(mittex + 100, mittey + 140, 'Approx imation

far pi:");

outtextxy(mittex - 185, mittey - 160, 'pi - Approximation

nach der Monte - Carlo - Methode");

outtextxy(mittex - 200, mittey + 180, 'Dricken Sie <p>

fur Pause und Einzelschritt, ');

outtextxy(mittex - 104, mittey + 190, ‘<n> fir Neustart

und");

outtextxy(mittex - 104, mittey + 200, '<ESC>, um zu

beenden!’);

randomize; {Zufallszahlengenerator initialisieren}
ein:=chr(32);

anzeige:=10;

end;

schuesse:=0;
treffer:=0; {Variable zuriicksetzen}

procedure schiessen;

begin

end;

x:=random; {x - Koordinate zuféllig im Intervall [0;1] ermitteln}
y:=random; {y - Koordinate zuféllig im Intervall [0;1] ermitteln}
putpixel(round(mittex - rad + x*2*rad), round(mittey +

rad - y*2*rad), lightblue); {Punkt den Koordinaten

entsprechend am

Bildsch irm setzen}

inc(schuesse);

if (xX*x + y*y) < 1 then inc(treffer); {Innerhalb des
Viertelkreises? Dann Zahler erhéhen}

procedure approximieren;

begin

end;

begin

bar(mittex - 100, mittey + 140 + 10, mittex - 100 + 38,
mittey + 140 + 16);

outtextxy(mittex - 100, mittey + 140 + 10,
inttostr(schuesse, 5, 0));

bar(mittex , mittey + 140 + 10, mittex + 38, mittey +
140 + 16);

outtextxy(mittex , mittey + 140 + 10, inttostr(treffer,

5,0));

bar(mittex + 100, mittey + 140 + 10, mittex + 100 + 65,
mittey + 140 + 16);

outtextxy(mittex  + 100, mittey + 140 + 10,
inttostr(treffer/schuesse*4, 8, 6));

{Schul

{Anzal
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init; {Initialisierung aufrufen}
repeat
reset;
repeat
schiessen; {Quad
if schuesse mod anzeige=0 then approximieren; {alle 10 Schiisse p b

if keypressed then ein:=readkey;
if ein="p' then begin
ein:=readkey;
anzeige:=1;
end else anzeige:=10;
until (ein in ['n',chr(27 )]) or (schuesse=65535);
{bei Tastendruck oder vor Uberlauf abbrechen}
until ein=chr(27);
closegraph; {In Textmodus zurtickkehren}
end.

Bel drei Programmdurchlaufen zu je 10000 Schissen erhielt ich
beispielsweise die Naherungen 3,146162, 3,164279und 3,169600
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6.1. Untersuchung der Ziffernfolge von 1

Die grof®e Anzahl an Dezmalstellen von 11, die man durch Verwendung
von Computern berechnen kann, stellt eine , Spielwiese* fir Statistiker
und der Zahlenmystik verfallene Mathematiker dar. Zwei erstaunliche
Entdeckungen sollen hier nur beispielhaft angefihrt werden.

6.1.1.

T.E. Lobeck aus Minnegoolis giel’ auf das folgende magische Quadrat, in
dem die Zahlen von 1 bis 25 eingetragen sind. Sodann setzte & die
entsprechende Stellen von 1 ein und bemerkte zu seiner Uberraschung,
da3 der Summe jeder Zeile die Summe dner Spalte entspricht. (vgl.

CASTELLANOS 1988 S.81)

17 24 1 8 15 65
23 5 7 14 16| 65
4 6 13 20 22| 65
10 12 19 21 3| 65
11 18 26 2 9| 65

65 65 65 65 65

Magisches 5x5 Quadrat

Magische Quadrate

2 4 3 6 9 24
6 5 2 7 3 23
1 9 9 4 2 25
3 8 8 6 4 29
5 3 3 1 8§ 17
17 29 25 24 23
Magisches Quadrat mit
Ziffern

VO
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6.1.2. Kreiszahl und , Kreisbuchstaben*

Martin GARDNER erwdhnte in einem
personlichen  Gesprach  mit  Dario )@(Z/’( Bc D
CASTELLANOS 1988 (S.81) folgende v 1

Kuriositat, die James Davis entdeckte.

E
)4 6
Wenn man alle Buchstaben des lateinischen M
Alphabets in einem Kreis aufschreibt und 78 A
jene, die dne vertikale Symmetrie besitzen, R 3 J
durchstreicht, so bleiben Gruppen zu 3, 1, 4
1, und 6 Buchstaben lbrig. Dies gnd aber
gerade die @asten funf Ziffern des
(gerundeten) Wertes von Tt.

6.2. Das Geheimnis der Ziffernfolge

Tt ist, entsprechend dem Beweis von Lindemann, eine transzendente Zahl.
Das bedeutet, dal’ die Ziffernfolge von 1t nicht periodisch ist und keinem
Gesetz gehorcht, sondern nur einer , Zufallsverteilung” folgt. Daher mufite
es irgendwo in diesem unendlichen Dezmalbruch einen Abschnitt geben,
der diesen Satz, dieses Kapitel und diese Fachbereichsarbeit in codierter
Form enthélt. Dieser Gedanke lalt sich aber auch fur groRere
,Datenmengen“, wie die Encyclopaedia Britannica, fortspinnen und in
letzter Konsequenz kann man das Paradoxon und die Vermutung wagen,
dal3 es in der Ziffernfolge von 1t Abschnitte fur jedes Buch geben mufte,
das jemals geschrieben wurde, geschrieben wird oder in Zukunft
geschrieben werden konnte! (vgl. GARDNER 1973 S.73f.)

Der Sinn der Berechnung extrem vieler Stellen von 1t a3t sich mit zwei
Sachverhalten erklaren. Erstens bietet die Untersuchung der
Dezimalbruchentwicklung von 1t die Mdglichkeit, die ,Zufélligkeit® der
Verteilung der zehn Ziffern in der Ziffernfolge von 1 zu untersuchen.
AulRerdem bieten entsprechende Computerprogramme dne sehr effiziente
Methode, die Hardware der Computer zu testen, da schon ein kleiner
Rechenfehler grofle Folgen hat und viele falsche Stellen erzeugt. (vgl.
PEITGEN 1992 S.181)
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7. Rethen und Produkte aur
Approximation von Tt

,Erfinder* | Jahr Term K onvergenzge:
schwindigkeit
Vieta 1592 \/* /1 1 /1 1 7 Glieder
2 2 2 2 2 2
Wallis E:Eﬁg‘lg‘lgﬁ E% 3857Glieder
2 13355 7 9
Lord 1630 414 1
Willi am i L PR
Brouncker 1684 2+572
2+
2+...
Newton 1666 __3J3 1 1 1 1
1| ERAC YTy o . S
4 52> 282" 7202
Gregory 1673 n_,. 1,1 1.1 2455 Glieder
(16831675 4 >
und Leibniz
Gregory und| um i:ﬁ@_ 1,1 .
Sharp 1700 6 3 33 5 73
Euler 18| 1,1 1. 227697792701
Jhdt. 1% 2% 3 27!
. 2 2 2 2
selbiger : 22 D32 DZ5 DZ7 D121 .
22-1 F-15-17-111%-1
selbiger LI 2
2 4, 1B
g4 35 3
4+ 507
4+...

* Die Konvergenzgeschwindigkeit bedeutet hier die Anzahl der Glieder,
die benttigt wird, um 3 Dezmalstellen von 1t zu bestimmen. Es wurden
auf Grund des hohen Programmieraufwandes aber nicht alle Algorithmen
berucksichtigt.
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selbiger w_1 1 1612Glieder
(Eulerl) 6 1 2°

selbiger w_1 1 8 Glieder
(Euler2) 9 1 2

C. F. Gaui 7'[=48®r(:tanl—+32®rc:tanl——20@rctan1
(17771855 18 57 23

Ramanujan _ /8 & (4n!)(1103+26390)

(18871920

98014;

(nt)*396"
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8. Mellensteinein der Berechnung von 1t

M athematiker Jahr berechnete falsche Stellen
Stellen
Vieta 1580 10 Stellen alle korrekt
van Roomen um 1600 15 Stellen
van Ceulen um 1605 35 Stellen
Abraham Sharp (1651- 1706 72 Stellen
1742
John Macdhin 1707 100 Stellen
Thomas de Lagny 1719 127 Stellen
Georg von Vega 1793 140 Stellen ab der 137. Stelle
(1756:1802
Thibaut 1822 156 Stellen
Willi am Rutherford 1841 208 Stellen ab der 153 Stelle
Zacharias Dase 1844 200 Stellen
Thomas Clausen 1847 248 Stellen
(1801-1885H
Willi am Rutherford 1853 440 Stellen
Prof. Richter (Elbing) 1855 500 Stellen
Willi am Shanks (GB) 1874 707 Stellen ab der 527. Stelle
D. F. Ferguson (GB) 1946 730 Stellen
John W. Wrench, Jr. 1947 808 Stellen
und Levi B. Smith
G. W. Reitwieser 1949 2 035 Stellen
(USA) auf ENIAC
S. C. Nicholson und J. 1954 3 089 Stellen
Jeenel auf NORC
Felton auf Pegasus 1958 10000 Stellen
F. Genuis (Paris) auf 1958 10000 Stellen
IBM 704
J. M. Gerard (London) 1961 20000 Stellen

auf IBM 7090
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Daniel Shanks und 1961 100265 Stellen
John W. Wrench, Jr.
auf IBM 7090
Guilloud und Bouyer 1973 |1 000000 Stellen
auf CDC 7600
Y oshiaki Tamura und 1983 | 2*(=1677721¢)
Y asuma Kanada Stellen
(Japan) auf
HITAC M-280H
Gosper auf Symbolics 1985 17000000
Stellen
D. H. Bailey auf Cray- 1986 29360000
2 Stellen
Kanada auf SX 2 1987 |27(=134217729§)
Kanada 1988 201326000
Stellen
Kanada auf HITAC S 1989 1073740000
820/80 Stellen
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9. Zusammenfasaing

Die Form des Kreises beschaftigt die Menschen seit Jahrtausenden, denn
spatestens it der Erfindung des Rades haben Mathematiker immer
wieder versucht, den Umfang oder auch den Flacheninhalt von Kreisen
exakt zu bestimmen. Die Geschichte der Approximationen der Zahl Tt ist
deshalb auch ursdchlich mit den Versuchen, den Kreis zu ,quadrieren”,
verbunden. Dieses Problem gehdrte mit zu den drei berihmten der Antike:
~W irfelverdopplung®, ,Winkeldreiteilung“ und ,, Quadratur des Kreises".
Diese Fachbereichsarbeit soll nun einen Uberblick tber die Versuche
verschiedenster Kulturen, 1t zu berechnen, bieten, wobei an Hand ausge-
wahlter Beispiele besonders effektive oder bemerkenswerte Methoden
gezagt werden. Dabei lassen sich die Weiterentwicklung in der Rechen-
technik und die Verfeinerung der Methoden von den Hochkulturen in
Agypten und Babylonien lber das antike Griechenland, Mittelalter und
Neuzeit bis ins Computerzetalter heute beobachten. Darum dient ein
einfaches Turbo-Pasca-Programm der Simulation einer Monte-Carlo-
Methode zur Bestimmungvon Tt.

Weiters wird die immer exaktere Bestimmung des Werts von 1t aufgezegt,
was <hlieBlich zur Frage nach deren Sinnhaftigkeit fuhrt. Eine
tabellarische Aufzéhlung einiger Reihen, Produkte und
Reihenbruchentwicklungen bietet einen Uberblick ber die aur
Approximation von Tt gedgneten Terme und eine Tabelle mit den zur
jeweiligen Zeit bekannten Dezimalstellen von Tt fafdt die Geschichte der
Approximationen noch einmal zusammen. Das im Anhang beigefligte
zweite Turbo-Pasca-Programm hat die Aufgabe, die Konvergenz-
geschwindigkeit der aufgelisteten Terme zu bestimmen, so weit dies auf
Grund der internen Rechagenauigkeit moglich ist.
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10. Anhang

Das folgende Turbo-Pascd 7.0 Programm diente mir dazu de
Konvergenzgeschwindigkeit der in obiger Tabelle agegebenen
unendlichen Reihen und Produkte zu bestimmen.

program Piapproximationen;
uses crt;

procedure init;
begin
textattr:=$0f;clrscr;
writeln(' Approximationen von

pi’);
window(1,2,80,50);textattr:=$49;clrscr;
window(2,3,79,39); textattr:=$07;clrscr;window(2,41,79,4

9);textattr:=$1f;clrscr;
textattr:=$17;writeln;

write(' Gliederzahl Naherung fir pi
Differenz");
writeln;writeln;writeln;writeln;textattr:=$4f;
write(" "Genauer" Wert fur pi: ',p i:19:17);clreol;
end;

function eingabe(text:string;x,y:byte):char;
var taste:char;
begin
gotoxy(x,y);

textattr:=$07;

write(text," ');write(chr(8));

textattr:=$0f;

if keypressed then taste:=readkey;

taste:=readkey;

eingabe:=taste;

write(tas  te);

if keypressed then taste:=readkey;
end;

procedure auswahl(var approx,stellen:byte);
var ein:char;
begin

window(2,3,79,39);textattr:=$07;

writeln;
writeln(' Mit welchem Algorithmus wollen Sie
die Berechnung durchfihren?");

writeln;

writeln(' A. Vieta");

writeln(' B. Wallis");
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writeln(' C. Leibniz");

writeln(' D. Sharp");

writeln(' E. Euler 1;

writeln(' F. Euler 2");

writeln;

repeat ein:=eingabe('lhre Wahl:',22,13) until ein in
[a'..'f')'A"'F;

if ein in [a'.'f] then approx:=ord(ein) -96 else
approx:=ord(ein) - 64;

writeln;wr iteln;writeln;textattr:=$07;

writeln(' Wieviele Stellen (1 - 8)
mdochten Sie berechnen?');

repeat ein:=eingabe('lhre Wahl:',22,18) until ein in
['1'..'87;

stellen:=ord(ein) - 48;

end;

function beenden:boolean;
var ein:char;

begin
window(2,30,79,39);textattr:=$07;
writeln(' Wollen Sie noch eine Berechnung
durchfihren <R> oder beenden <E>?");
writeln;
repeat ein:=eingabe('lhre Wahl:',22,3) until ein in
['T,'R",'e"'E'];
if ein in ['e','E"] then beenden:=true else
beenden:=false;
clrscr;
end;

procedure ausgabe(n:longint;wert:real);
begin
window(2,41,79,49);
textattr:=$1f;
gotoxy(4,5);
write(n:8,’ ,wert:19:17,' wert -
pi:20:17);
end;

procedure berechnung(term,stellen:byte);
var t l,erre al;
n:longint;
ein:char;
vorherok:boolean;

function potenz (Basis: integer; expon: integer):real;
var i:integer;

pot:real;
begin

if expon = 0 then potenz := 1

else begin

pot:=1;

for i:=1 to expon do begin
pot:=pot*bas is;
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end;
potenz:=pot;
end;
end;

function FAKUL(x:integer):real;
begin
if x<=1 then fakul:=x
else fakul:=x*fakul(x - 1);
end;

function stellenok:boolean;

begin
if
trunc(e*potenz(10,stellen))=trunc(pi*potenz(10,stellen)

the n stellenok:=true
else stellenok:=false;
end;

function vieta(glied:longint):real;

begin
if glied=1 then vieta:=sqrt(0.5)
else  vieta:=sqrt(0.5+0.5*vieta(glied -1));  {rekursive
Programmierung!}

end;

function wallis(glied:longint):real
begin

wallis:=(glied+glied mod 2)/(glied+(glied+1) mod 2);
end;

function leibniz(glied:longint):real;
begin

leibniz:=potenz( - 1,(glied+1) mod 2)/(2*glied - 1);
end;

function sharp(glied:longint):real;

begin
sharp:=potenz( - 1,(glied+1) mod 2)/((2*n - 1)*potenz(3,n
1));

end;

function eulerl(glied:longint):real;
begin

eulerl:=1/sqr(glied);
end;

function euler2(glied:longint):real;
begin

euler2:=1/glied/glied/glied/glied;
end;

begin
ein:=readkey;
e:=1,
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n:=1;
cas e term of
1:t_1:=vieta(l);
2:t_1:=wallis(1);
3:t_1:=leibniz(1);
4:t_1:=sharp(1);
5:t_1:=eulerl(1);
6:t_1:=euler2(1);
end;
repeat
vorherok:=stellenok;
inc(n);
case term of
1:begin
t_1:=t 1*vieta(n);
e:=2/t 1;
end;
2:begin
t_1:=t 1*wallis(n);
e:=t_1*2;
end;
3:begin
t_1:=t_1+leibniz(n);
e.=t_1*4,
end;
4:begin
t_1:=t_l+sharp(n);
e:=2*sqrt(3)*t_1;
end;
5:begin
t_1:=t_l1+eulerl(n);
e:=sqrt(t_1*6);
end;
6:begin
t_1:=t_l+euler2(n);
e:=sqrt(sqrt(t_1*90));
end;
end;
ausgabe(n,e);
until stellenok and vorherok;
end;

procedure menue;
var term,stellen:byte;
begin
repeat
auswabhl(term,stellen);
berechnung(term,stellen);
until beenden;
end;

BEGIN
init;
menue;

END.
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