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1 Einleitung

Computerexperimente werden haufig eingesetzt, um physikalische Model-
le mit experimentellen Ergebnissen zu vergleichen und das Modell damit
auf seine Verlaflichkeit und Anwendbarkeit zu iiberpriifen. Im speziel-
len konnen sie zum Test von Niaherungsverfahren verwendet werden und
ermoglichen auch die Behandlung von Systemen, die die Giiltigkeitsgrenzen
von Naherungsverfahren iiberschreiten. Computerexperimente haben auch
tiberall dort ihre Berechtigung, wo es fiir ein physikalisches Modell nur in
Teilbereichen analytische und damit exakte Losungen gibt oder wo diese
zu aufwendig zu bestimmen wiren. Computersimulationen von Spin-Ising-
Modellen erlauben die Untersuchung von Phaseniibergéingen in diinnen ma-
gnetischen Schichten. Analytische Losungen gibt es nur in ein und zwei
Dimensionen. Um Mehrschicht-Systeme zu behandeln, mufl man auf mean-
field-Theorien mit entsprechenden Naherungen zuriickgreifen, oder Compu-
tersimulationen durchfiihren, deren Ergebnisse wir im folgenden zeigen.

2 Grundlagen

2.1 Spin-1/2-Ising-Modell

Beim Spin-1/2-Ising-Modell wird angenommen, daf} sich Spins s; an den
Gitterplédtzen eines Kristallgitters, das dem zu simulierenden Material ent-
spricht, befinden. Nimmt man die Spinquantenzahl mit [ = 1/2 an, dann
konnen die Spins lediglich 2/ + 1 = 2 Zusténde s; = 1 haben. Die Hamil-
tonfunktion dieses Systems hat die Form

H=- Z JijSiSj - Hewt Z S;- (1)
. i
i#]

Die erste Summation erstreckt sich theoretisch iiber das gesamte Gitter,
praktisch werden jedoch nur Wechselwirkungen zwischen néchsten Nachbarn
angenommen. Nimmt man weiters an, dafl die Wechselwirkungen fiir alle
ndchsten Nachbarn konstant sind, so reduziert sich J;; auf ein Skalar J. Im
Fall J > 0 fiihrt die parallele Ausrichtung der Spins zu einer Reduzierung
der Energie und wird daher bevorzugt, sodafl es zu ferromagnetischem Ver-
halten kommt. Ist J = 0, dann verschwindet die Wechselwirkung zwischen
den Spins und man erhélt paramagnetisches Verhalten. Ist schliellich J < 0,
so wird antiparallele Ausrichtung benachbarter Spins favorisiert und damit
antiferromagnetisches Verhalten hervorgerufen.
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2.2 Mittelwertbildung

Um thermodynamische Erwartungswerte zu bestimmen, wird beim Monte-
Carlo-Verfahren der Konfigurationsraum entlang eines Zufallspfads (,,random
walk “) abgetastet. Das Phasenraumintegral des kanonischen Ensembles

 JA(2) exp(=BH(2))dz
A = (= BH )z

wird durch einen stochastischen Mittelwert ersetzt.

| S A) exp(~BH(2)
= e BH(2)

Werden alle Phasenraumpunkte z gleich gewichtet, so wird das als , direct
sampling “ bezeichnet. Dabei werden jedoch auch nicht représentative Pha-
senraumpunkte beriicksichtigt. Beim ,importance sampling“ werden diese
nicht zufillig ausgewdhlt, sondern entsprechend einer Wahrscheinlichkeits-
verteilung P(z).

_ S AP (2) exp(—FH(2))

W= PG exp(BHTZ))

2.3 Markov-Kette

Einen Zufallspfad, der eine Folge von Punkten {z} im Phasenraum auswéhlt,
die gem#f P(z) verteilt sind, kann man durch einen Markov-Prozef} erzeugen.
Nach Metropolis verwendet man die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang
von einem Zustand z zu einem Zustand 2’

Wie o ) = { cixp(—ﬁ(H(z’)—H(Z))) H<z'>—g<z> >0

und erhélt damit eine Markov-Kette, die gegen die Gibbssche Verteilung
exp(—(BH(z)) konvergiert.

Der Ensemble-Mittelwert kann dann durch einen Mittelwert iiber die
Markov-Kette ersetzt werden

(Ay ~ A=

der sich mit geringerem Aufwand berechnen 148t.
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2.4 Berechnung der thermodynamischen Groéfien

Aus der Energie und der Magnetisierung lassen sich die spezifische
Wirme und die Suszeptibilitéit entsprechend dem Fluktuations-Dissipations-
Theorem durch folgende Ausdriicke bestimmen:

(B — (B
¢= kpT?
un (M?) — (| M])?
X= kT

Zur Bestimmung der kritischen Temperatur kann man die Divergenzen der
spezifischen Wérme oder der Suszeptibilidt heranziehen. Einfacher ist es,
den Kumulanten vierter Ordnung

(M%),
3(M?)7

Up,=1-

zu verwenden. Bestimmt man diesen als Funktion der Temperatur fiir ver-
schieden grofle Simulationszellen bei gleicher Schichtanzahl, so schneiden sich
diese Kurven bei der kritischen Temperatur.

2.5 Randbedingungen

Reale Systeme enthalten gréfienordnungsméifig 102 Teilchen, wir haben
Monte-Carlo-Simulationen mit bis zu 32 - 32 - 10 = 1024 Teilchen durch-
gefithrt. Daraus ergibt sich das Problem, dafi das Verhéltnis von Oberfliche
zu Volumen des Systems in Computersimulationen wesentlich grofler ist als
in realen Systemen. Um Oberflicheneffekte zu reduzieren, kann man peri-
odische Randbedingungen verwenden. Dadurch wird ein ,unendlich“ grofes
Gitter aufgebaut und Oberflacheneffekte werden vermieden. Das System muf3
aber ein ausreichende Grofle aufweisen, um auch unerwiinschte Effekte durch
die Periodizitdt des Gitters zu verhindern.

2.6 Kritische Exponenten

In Experiment und Theorie wird bei T' &~ T, also in der Nidhe eines Pha-
seniibergangs, beobachtet, dafl gewisse physikalische Groflen Potenzgesetzen
gehorchen. Die entsprechenden Exponenten werden als , kritische Exponen-
ten* bezeichnet. Sie sind zu einem hohen Grad universell, d.h. nur von
wenigen fundamentalen Parametern, wie etwa der Dimension des Systems,
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abhingig. Damit lassen sich Universalitdtsklassen definieren. Fiir die Ma-
gnetisierung in Abhéngigkeit von der Temperatur findet man das Gesetz

M~ (T, -T)" T<T.. (3)

Bei der kritischen Temperatur gilt fiir die Magnetisierung in Abhéngigkeit
vom dufleren Feld
H ~ |M|° sgn(M). (4)

Fiir Spin-1/2-Ising Modelle sind folgende kritische Exponenten zu erwarten:

Universalitéts- 3 5
klasse

2D Ising 1/8 115
3D Ising 1/314.8

3 Implementierung

Bei dem verwendeten Single-Spin-Flip-Modell &ndert sich der Spin s; bei
einem Ubergang vom Zustand z in einen neuen Zustand 2’ nur fiir ein festes [
(s; = —s; und s; = £1 beim Ising-Spin-1/2-Modell), also gilt

sy = 8; — 28,04.

Einsetzen in (1) und Ausniitzen der Symmetrie ¢ <» j in der Summe und von
1 # j liefert fiir die Energiedifferenz zwischen neuem und bisherigem Zustand

AH=H() - H(2) =2J5 Y s,
()

wobei (j) die ndchsten Nachbarn (= NN) von [ bezeichnen soll.

Wenn, so wie hier in diesem Fall, die Austauschwechselwirkung J
nur fiir die NN ungleich Null ist und fiir diese auflerdem konstant
bleibt, empfiehlt es sich, sogenannte NN-Tabellen fiir die Berechnung der
Ubergangswahrscheinlichkeit anzulegen. Diese mufi dann nicht fiir jeden ein-
zelnen Monte-Carlo-Step, sondern nur noch einmal fiir eine feste Temperatur
berechnet werden. Da wir freie Randbedingungen in z-Richtung und peri-
odische in der x-y-Ebene haben, benotigen wir mehrere NN-Tabellen:

e fiir die Oberflichen in z-Richtung

e fiir das Innere
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e fiir den Sonderfall einer einzigen Schicht

Die fiir die Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeit wesentliche Summe
S Zm s; nimmt im Inneren (die Anzahl der NN liegt hier immer bei sechs)
nur Werte aus der Menge {0; £2; +4; +6} an. In der folgenden Tabelle sind
die zu diesen Werten passenden Spinkonfigurationen aufgelistet und bereits
in einer fiir unsere Zwecke geeigneten Weise sortiert. Neben der Stellung
des betrachteten Spins (I ist hier und im folgenden immer fest) ist fiir die
Berechnung der Summe bei den NN nur die Anzahl der - und |-Spins von
Interesse. In der Spalte s; finden sich nacheinander die Anzahl der 1- und
dann die der |-Spins der NN von s;. iss (= iss;) ist der Wert der entspre-
chenden Spinkonfiguration in der Spintabelle. Liegt zum Beispiel ein Eintrag
in der Spintabelle bei vier, so entspricht das s; = 1 fiir den betrachteten Spin,
s; = —1 fiir fiinf NN und s; =1 fiir einen NN.

S (X% 55 | S 5 15851 | 1en
—]6 1670} —1 1
101610 +2 2

_4 (511} -3 3
11150 +4| 4

_9 J1412)| =5 5
12141 +6| 6

0 1313 =7 7
13134 +8] 8
12141 -9 9

T2 S Tate 410 10
Jl1t5) =111 11
IS TS RS AT
46 1016 |—-13| 13
T1610)|+14| 14

Die Wahrscheinlichkeit, mit der fiir eine bestimmte Spinkonfiguration
(die Spalten s; und s;) ein Spin-Flip stattfindet, ist in der Tabelle der
Ubergangswahrscheinlichkeiten am zugehorigen Tabellenplatz ien = |iss|
eingetragen und errechnet sich mit Hilfe von (2) und

SZS'— ien — 7 fir ien € IN,
l<j> 771 den—8 fiir ien € IN,

Erfolgt nun ein Spin-Flip, so geht in der Spintabelle iss; fiir den betreffenden
Spin s; in is5;—15 sgn(iss;) und fiir dessen NN s; geht iss; in iss;—2 sgn(iss;)
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iiber.

Fiir die NN-Tabelle bei den Oberflichen in z-Richtung und die bei einer
einzigen Schicht ist die Vorgangsweise gleich. Man geht dann nur von fiinf
beziehungsweise vier NN aus, woraus sich eine entsprechende Anderung der
zuvor prisentierten Ergebnisse ableitet.

Als Anfangskonfiguration haben wir alle Spins 1 gewéhlt (s, =1 VI).

Die Anfangsmagnetisierung ist daher proportional zu L?Ls, die Anfangs-
energie aufgrund von (1) proportional zu —L*(3L3 — 1), wobei L die Li-
neardimension in x- und y-Richtung und L3 die in z-Richtung ist. Bei der
Berechnung der Energie ist die unterschiedliche Anzahl der NN in den Ober-
flichenschichten in z-Richtung, im Inneren und in einer einzigen Schicht zu
beriicksichtigen.

Die im Programm verwendete Rechengriéfie m,, s steht mit der tatsdchlichen
Magnetisierung m, iiber

I2Ls

Mimes = My
Mt Anfang

in Zusammenhang, die Rechengréfie E,,.s mit der tatsdchlichen Energie F;
iiber
L?(3L3 — 1)

E = Et
e Et,Anfang

Mmes andert sich beim Spin-Flip um —2 sgn(iss), Epes um AH/J.

Sowohl Magnetisierung als auch Energie sind im endgiiltigen Plot auf ih-
re Anfangsgrofien, die daraus abgeleiteten Gréflen y und C hingegen auf
willkiirliche Einheiten normiert.
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4 Ergebnisse und Zusammenfassung

Wie die Tabelle

T.| B 5
429 10,113 [ 17,122
608 | 0,133 [ 12, 796
639 0,152 | 10, 213
736 | 0,178 | 8,402
7631 0,190 | 7,676
785 0,226 | 6,863
797 10,235 | 6,506
808 0,254 | 6,163
815 | 0,263 | 6,040
820 0,266 | 5,901
11 82310,268 | 5,901
period.RB | 852 0,289 | 5,830

—_
Sl o] oo | o] o i | wo| pof =] &

zeigt, steigt die Curietemperatur 7, ebenso wie der kritische Exponent £ mit
zunehmender Schichtdicke in z-Richtung an. Anfangs ist der Anstieg stérker,
bei groBleren Werten von Lz verflacht er allméhlich.

Verglichen mit den theoretischen Werten fiir 3 ist festzustellen, dafi die bei
unserem Computerexperiment erhaltenen Daten um 15 bis 20% unter den
theoretischen liegen. Zwar haben wir fiir die Austauschwechselwirkung J
mit J = 16,3 meV einen Wert verwendet, der korrekterweise nur fiir ein Sy-
stem mit periodischen Randbedingungen in allen drei Achsenrichtungen zu
verwenden wire, doch selbst dieser Umstand scheint keine ausreichende Er-
klarung dafiir zu liefern, daf der kritische Exponent gegen einen zu niedrigen
Wert strebt.

Ahnliches gilt fiir den kritischen Exponenten §. Dieser fillt schon bei weni-
gen Schichten schnell ab und nédhert sich bei Systemen mit mehr Schichten
langsam dem fiir ein 3D-Ising Modell erwarteten Wert.

Zu erwihnen wire weiters, dafl sich die Kumulanten Uy, fiir unterschiedliche
Dimensionen in x-y-Richtung und konstante Dimension in z-Richtung nicht
in einem ,Punkt“, sondern in einem Bereich von zirka 10 K schneiden. In-
nerhalb dieses Temperaturbereichs wurde T, so bestimmt, dafl die mittlere
quadratische Abweichung der Regressionsgeraden fiir den doppellogarithmi-
schen Plot log,,(M/Mj;) gegen log,,(1 — T/T.) minimal wird.

Die den Maxima der Funktionen x(7') und C(T') entsprechenden kritischen
Temperaturen weichen von dem iiber den Kumulanten bestimmten Wert von
T, ab, bei steigender Systemgrofle in x-y-Richtung ndhern sie sich jedoch et-
was an.
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5 Abbildungen

5.1 Bestimmung des kritischen Exponenten (3

Auf den folgenden Seiten sind die Ergebnisse unserer Simulationen zu finden.
Wir haben Simulationen von Systemen mit einer bis elf Schichten durch-
gefithrt. Auf jeder Seite sind die relevanten Simulationsparameter angege-
ben: die Anzahl der Schichten, die Gesamtzahl der Monte-Carlo-Schritte, die
Anzahl der Monte-Carlo-Schritte nach der mit der Mittelwertbildung begon-
nen wurde, sowie die kritische Temperatur, die aus dem Schnittpunkt der
Kumulanten fiir verschiedene Zellgréflen bestimmt wurden, und der kritische
Exponent 3.
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5.2 Bestimmung des kritischen Exponenten ¢

Unter Verwendung der in Abschnitt 5.1 bestimmten kritischen Temperatu-
ren wurde auch der Verlauf der Magnetisierung in einem dufleren Magnetfeld
bei T = T, berechnet. In den folgenden Abbildungen sind die entsprechen-
den Groflen als Funktionen des dufleren Magnetfeldes angegeben. Neben den
schon vorhin beschriebenen Simulationsparametern ist auch der kritische Ex-
ponent § angegeben.
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